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Re´sume´. Nous conside´rons le proble`me des trois corps dans le plan et montrons que ce proble`me ne posse`de
pas de syste`me complet d’inte´grales premie`res me´romorphes a` un voisinage de la solution particulie`re de
Lagrange.
The meromorphic non–integrability of the planar three–body problem
Abstract.We study the planar three-body problem and prove the absence of a complete set of complex
meromorphic first integrals in a neighborhood of the Lagrangian solution.
1. Introduction et re´sultats
Conside´rons trois corps P1, P2, P3 sur le plan avec des masses m1, m2, m3 qui s’attirent
conforme´ment a` la loi de Newton. Soient (x1, x2) les coordonne´es de P1, (x3, x4) les coordonne´es
de P2, (x5, x6) les coordonne´es de P3. Notons yr = mk
dxr
dt
ou` k est la partie entie`re de (r + 1)/2.
Les e´quations de Hamilton du mouvement des corps prennent la forme
dxr
dt
=
∂H1
∂yr
,
dyr
dt
= −∂H1
∂xr
, (r = 1, 2, . . . , 6), (1.1)
avec l’Hamiltonien
H1 =
1
2m1
(y21 + y
2
2) +
1
2m2
(y23 + y
2
4) +
1
2m3
(y25 + y
2
6)−m3m2{(x3 − x5)2 + (x4 − x6)2}−1/2
−m3m1{(x5 − x1)2 + (x6 − x2)2}−1/2 −m1m2{(x1 − x3)2 + (x2 − x4)2}−1/2.
Ce proble`me peut eˆtre illustre´ par l’attraction mutuelle de la terre, de la lune et du soleil.
Les inte´grales premie`res connues du syste`me (1.1) sont
F1 = H1 – l’e´nergie,
F2 = y1 + y3 + y5, F3 = y2 + y4 + y6 – les inte´grales du mouvement du centre de gravite´,
F4 = y1x2 + y3x4 + y5x6 − x1y2 − x3y4 − x5y6 = k – l’inte´grale des aires.
En supposant que le centre de gravite´ est fixe, c’est-a`-dire que F2 = F3 = 0, et en utilisant
l’inte´grale des aires F4, le syste`me (1.1) peut eˆtre ramene´ a` 3 degre´s de liberte´ [6]
dqr
dt
=
∂H
∂pr
,
dpr
dt
= −∂H
∂qr
, (r = 1, 2, 3), (1.2)
ou`
H =
M1
2
{
p21 +
1
q2
1
P 2
}
+
M2
2
(p22 + p
2
3) +
1
m3
{
p1p2 − p3
q1
P
}
− m1m3
r1
− m3m2
r2
− m1m2
r3
,
P = p3q2 − p2q3 − k,
1
et
r1 = q1, r2 =
√
q2
2
+ q2
3
, r3 =
√
(q1 − q2)2 + q23,
sont les distances mutuelles des corps.
Nous appellerons le syste`me (1.2) le proble`me plan des trois corps.
D’apre`s Bruns [1] le proble`me (1.1) et donc le proble`me (1.2) n’admet pas d’inte´grale premie`re
alge´brique, autre que les inte´grales premie`res de´ja connues.
Poincare´ [4] a de´montre´ en 1892 que si la troisie`me masse m3 = µ est infiniment petite et est
attiree´ par les deux premie`res masses m1 et m2, alors le proble`me (1.2) n’admet pas d’inte´grale
premie`re holomorphe en µ autre que celle de l’e´nergie.
Il est bien connu (Lagrange [2]) que ce proble`me posse`de une solution particulie`re dans laquelle
les trois corps forment un triangle e´quilate´ral et de´crivent chacun une conique. Notons Γ celle qui
correspond au cas parabolique.
Nous conside´rons dans cette Note la question de l’existence de deux inte´grales premie`res supple-
mentaires me´romorphes et fonctionnellement inde´pendantes autres que celle de l’e´nergie au voisi-
nage de la solution Γ.
Notre re´sultat principal est le suivant:
THE´ORE`ME 1.1– Le proble`me plan des trois corps n’admet pas deux inte´grales premie`res supple-
mentaires me´romorphes par rapport aux variables qi, pj, rk et fonctionnellement inde´pendantes au
voisinage de la solution particulie`re de Lagrange Γ.
COROLLAIRE 1.2– Le proble`me plan des trois corps n’est pas comple`tement me´romorphiquement
inte´grable au voisinage de la solution Γ.
La preuve est base´e sur la the´orie de Ziglin [7] qui donne une condition ne´cessaire de non–
inte´grabilite´.
Dans le cas de masses e´gales, le meˆme re´sultat a e´te´ obtenu par D. Boucher a` l’aide du the´ore`me
de non–inte´grabilite´ de Moralis-Ramis [3].
2. Les e´quations normales variationnelles le long de la solution Γ
Dans le cas parabolique la solution de Lagrange peut eˆtre e´crite sous la forme suivante
(q1, q2, q3) = (q,
q
2
,
√
3q
2
), (p1, p2, p3) = (p, αp +
β
q
, γp+
δ
q
),
ou` α, β, γ, δ sont les constantes.
Pour q(t), p(t) on a
q = P (w), p =
w
P (w)
, P (w) = e1w
2 + e2w + e3,
avec les constantes e1, e2, e3.
Nous avons donc la parame´trisation de la solution de Lagrange
Γ = {qi(w), pi(w) | w ∈ CP1}.
A partir de cette solution particulie`re, on peut calculer les e´quations normales variationnelles
(voir [5]) qui prennent la forme d’un syste`me fuchsien
2
dx
dτ
=
(
A
τ − τ0 +
B
τ − τ1 +
C
τ − τ2
)
x, x ∈ C4, (2.1)
ou` τ0, τ1, τ2 ∈ C sont les singularite´s et A, B, C sont les 4 × 4 matrices constantes de´pendantes
sur des masses m1, m2, m3.
3. Le groupe de monodromie des e´quations (2.1)
Soit G le groupe de monodromie des e´quations (2.1).
Nous de´signons Ti, T∞, i = 0, 1, 2 les ge´ne´rateurs de G correspondants respectivement aux
groupes de monodromie locaux autour les singularite´s τi, i = 0, 1, 2 et τ =∞.
LEMME 3.1
a) T0 = I – est l’e´le´ment neutre de G.
b) Les ge´ne´rateurs T1, T2 ont la meˆme forme de Jordan

1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 .
c) Le ge´ne´rateur T∞ a les valeurs propres suivantes
Spectre(T∞) =
{
e2piiλ1 , e2piiλ2 , e−2piiλ1 , e−2piiλ2
}
,
ou`
λ1 =
3
2
+
1
2
√
13 +
√
θ, λ2 =
3
2
+
1
2
√
13−
√
θ,
et
θ = 144
(
1− 3S2
S2
1
)
, S1 = m1 +m2 +m3, S2 = m1m2 +m3m2 +m1m3.
COROLLAIRE 3.2
T1T2 = T
−1
∞
.
COROLLAIRE 3.3– On aura toujours
Spectre(T∞) 6= {1, 1, 1, 1}.
Esquisse de de´monstration.– Pour tout les singularite´s τi, τ = ∞, i = 0, 1, 2 on peut calculer des
solution formelles locales du syste`me (2.1) et trouver donc les ge´ne´rateurs de G dans chaque point
singulier.
4. Esquisse de la de´monstration du the´ore`me 1.1
Notre de´monstration est inspire´e par Ziglin [7]. Supposons que le proble`me plan des trois corps
(1.2) posse`de deux inte´grales premie`res supplementaires me´romorphes par rapport aux variables qi,
pj, rk et fonctionnellement inde´pendantes au voisinage de la solution particulie`re de Lagrange Γ.
Nous en de´duisons le lemme suivant
3
LEMME 4.1 (Ziglin [7])–Le groupe de monodromie G des e´quations normales variationnelles (2.1)
a deux invariants rationnels et fonctionnellement inde´pendantes J1(x), J2(x).
En vertu du lemme 3.1 on peut supposer sans perte de ge´ne´ralite´ que
T1 =


1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 = I +D,
ou`
D =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 .
On aura pour la matrice T2
T2 = I +R,
ou`
R = V −1DV =


a1 a2 a3 a4
b1 b2 b3 b4
c1 c2 c3 c4
d1 d2 d3 d4

 ,
avec une matrice V , det(V ) 6= 0 et les constantes inconnues ai, bi, ci, di ∈ C.
Remarque 4.2. La matrice e´tant nilpotente,
Spectre(R) = {0, 0, 0, 0}. (4.1)
LEMME 4.3– Soit J l’invariant rationnel de G, alors
δJ = 0, ∆J = 0,
ou` δ = x2
∂
∂x1
+x4
∂
∂x3
, ∆ =
(
4∑
i=1
aixi
)
∂
∂x1
+
(
4∑
i=1
bixi
)
∂
∂x2
+
(
4∑
i=1
cixi
)
∂
∂x3
+
(
4∑
i=1
dixi
)
∂
∂x4
.
De´monstration du lemme 4.3.– Pour un arbitraire n ∈N nous avons T n1 = I+nD. Par conse´quent
J (T n1 x) = J(x+ nDx) = J(x) + nδJ(x) +
∞∑
i=2
niri(x) = J(x),
Il re´sulte de la` que δJ = 0. La preuve de l’identite´ ∆J = 0 s’effectue de la meˆme manie`re.
✷
On obtient donc
δJi = ∆Ji = 0, i = 1, 2.
Ces e´quations nous permettent de trouver les restrictions sur les parame`tres ai, bi, ci, di qui
s’e´crivent sous la forme d’un syste´me d’e´quations alge´briques
P1(a, b, c, d) = 0,
· · ·
Pm(a, b, c, d) = 0,
(4.2)
4
avec les polynoˆmes P1 . . . Pm, m ∈ N.
Par ailleurs, la condition 4.1 nous donne un autre syste`me d’e´quations sur les meˆmes
parame`tres
L1(a, b, c, d) = 0,
· · ·
Ln(a, b, c, d) = 0,
(4.3)
avec les polynoˆmes L1 . . . Ln, n ∈ N.
On peut ve´rifier par un calcul direct, que pour ai, bi, ci, di satisfaisant aux syste`mes (4.2) et
(4.3) on aura toujours
Spectr(T1T2) = {1, 1, 1, 1},
d’ou`, en utilisant le corollaire 3.2
Spectr(T∞) = {1, 1, 1, 1}.
Or cela est contraire au corollaire 3.3. Ceci ache`ve la de´monstration du the´ore`me 1.1.
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